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ハミルトニアンシステムの受動性に基づく安定化制御
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1. 概要

　ハミルトニアンシステムとは，ハミルトンの正準方程式で表
されるシステムで，エネルギーを保存する系の挙動を表すもの
である．この形式は物理システムのもつ受動性などの特徴を陽
に表した形式であり，これらの受動性を陽に表した系に特化し
た制御方策を確立すれば，一般の非線形システムを対象にする
よりも簡単で効果的な手法が得られると期待されている．
　そこで本論文では，ハミルトニアンシステムの受動性に着目
し，この受動性を用いた安定化手法により，各制御対象を漸近
安定化することを目的とする．しかし非ホロノミックシステム
は，システムが受動的ではなく，本手法を直接適用して漸近安
定化することができない．そこで一般化正準変換を用い，非ホ
ロノミックシステムを受動的なシステムに変換する．その後，受
動性を用いた本手法により漸近安定化を行う．
　一般化正準変換とは，古典力学における正準変換の自然な拡
張であり，座標変換，ハミルトニアンの変換，出力関数の取り
替え及び状態フィードバックの組によって，一般化ハミルトニ
アンシステムを見通しよく，受動性の性質を明確に表すための
変換である．
　最後にハミルトニアンシステムで表されている各制御対象に
対し，一般化正準変換により受動的なシステムに変換し，漸近
安定化シミュレーションすることにより，本手法の有効性を確
認した．

2. 受動的なシステムの安定性

　受動的なシステムの安定性を述べる時に必要な LaSalleの定
理を以下に挙げる．
LaSalleの定理 [1]

状態ベクトルを q ∈ Rn として，次の微分方程式を考える．
　　　　　　　　　 q̇ = f(q)
空間 Rmの中に，あるコンパクトな集合 Ωがあって，Ωから出
発する解はずっと Ωに留まっているとする．また，連続な偏微
分をもつような正定値関数 V (q) ≥ 0 (q �= 0), V (0) = 0 が
あって，上記の微分方程式の解軌道に沿った時間微分が Ωにお
いて正にはならないとする．すなわち，
　　　　 V̇ (q) =

∑n

i=1

∂V (q)

∂qi
f i(

qv) ≤ 0

とする．次に，V̇ (q) = 0を満足する Ωの点の集まりをE で表
し，E における最大の不変集合をM で表す．その時，Ωの中
から出発する方程式の全ての解は t → ∞の時，限りなく集合
M に近づく．

3. 安定化制御手法

3.1 一般化ハミルトニアンシステム
　一般化ハミルトニアンシステムとは，Hamiltonの正準方程式
を用いて表したシステムであるハミルトニアンシステムを拡張
したシステムである．この一般化ハミルトニアンシステムの入
出力が無損失であることを利用して，出力を直結フィードバッ
クすることで入出力が零になる不変集合に安定化できる事がわ
かっている．
　ここで，q を状態，u,y を入出力とした時，一般化ハミルト
ニアンシステムは次のように表される．


q̇ = J(q)

∂HT (q)

∂q
+ g(q)u

y = gT (q)
∂HT (q)

∂q

(1)

ただし，q ∈ Rn, u,y ∈ Rm で，J(q) ∈ Rn×n は歪対称行列
である．
nが偶数で J(q), g(q)が次の形であるとき，システム (1)をハ
ミルトニアンシステムという．

J(q) ≡
[

O I
−I O

]
, g(q) =

[
O
B

]

ここで，I は n/2次の単位行列，B は定数行列である．

3.2 安定化手法
　一般化ハミルトニアンシステムに対して，様々な安定化制御
手法が挙げられるが，本論文では，制御対象が非ホロノミック
なシステムであることから，非ホロノミックなシステムを受動
的なシステムに変換することができる，一般化正準変換を用い
た安定化手法を採用した．
　ここで，一般化正準変換の定義を書く．
[定義]　一般化正準変換
　時変一般化ハミルトニアンシステムの一般化正準変換とは，
次のような座標変換，ハミルトニアンの変換，出力関数の取り
替え及び状態フィードバックの組で，新しい座標 (q̄, p̄)上で入
出力 ū → ȳ のダイナミクスを表したときにハミルトニアン
H̄(q,p, t) を持つ時変一般化ハミルトニアンシステムとなるも
のとする． [

q̄

p̄

]
= Φ(q,p, t) (2a)

H̄(q,p, t) = H(q,p, t) + U(q,p, t) (2b)

ȳ = �(q, t) + y (2c)

ū = �(q, t) + u (2d)

ただし，U(q,p, t),�(q, t),�(q, t)はそれぞれ適当なスカラ関
数及びベクトル関数である．
　この変換を用いて，直結フィードバック

ū = −�(q, t) − ȳ

を制御入力とし，漸近安定化を行う．またこの時，H(q,p, t) +
U(q,p, t)は原点で極小値をとり，変換されたシステムは零状態
可検出であるとする．[2]

　　ここでの各パラメータの計算は以下の通りであった．
U(q,p, t)はフリーパラメータで，�(q, t)は，

∂H(q, p, t)

∂(q, p)
J(q, t)

∂U (q, p, t)T

∂x

+
∂(H(q, p, t) + U (q, p, t))

∂(q, p)
g(q)�(q, t) − ∂H̄(q,p, t)

∂t
= 0

より求まり，�(q, t)は

�(q, t) = g
T (q, t)

∂U(q,p, t)T

∂(q,p)

によって決まる関数である．
以上の変換より求められた各パラメータを用いる．



4. 制御対象とシミュレーション

4.1　質点系の運動
　質量 m の質点の 2 次元での運動は，座標を q = (x, y)T と
して，

mq̈ = u (3)

で表される．この時，運動量 pを p = mq̇，ハミルトニアンを

H(q,p) =
1

2
mq̇

T
q̇ =

1

2m
p

T
pとして，一般化ハミルトニアン

システムで書き表し，一般化正準変換を施すと次が得られる．

[
˙̄q
˙̄p

]
=

[
O I
−I O

]
 ∂H̄T

∂q̄
∂H̄T

∂p̄


 +

[
O

mI

]
u (4a)

ȳ = [O, mI]


 ∂H̄T

∂q̄
∂H̄T

∂p̄


 (4b)

H̄(q, p, t) =
1

2m
(p̄ + k

∫
q̄dt)T (p̄ + k

∫
q̄dt) +

k

2
q̄T q̄ (4c)

この一般化ハミルトニアンシステムに対して直結フィードバック

u = − k

m
q − p (5)

を適用することにより，漸近安定化を行った．
シミュレーション
　初期点を q(0) = (2.0,−1.0)T としたシミュレーション結果
を以下に示す．ここで左側が自由応答，右側が q,pの安定化制
御結果である．
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Fig.1　質点系の運動 q(0) = (2.0,−1.0)T

また，初期点を q(0) = (1.5,−1.5)T とした結果を以下に示す．
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Fig.2　質点系の運動 q(0) = (1.5,−1.5)T

4.2　ロボットマニピュレータ
　ロータに巻かれたコイルに印加するサーボモータは電圧 va抵
抗 Ra とし，ki はモータの減速比，b0i は減速機の粘性摩擦係
数，Ki はモータ定数とした時，2-Linkマニピュレータの状態
方程式は次のように表せる．

ẋ =

[
x2

−{J0 + R(x1)}−1
{(

1
2 Ṙ(x1) + S(x1, x2) + B0

)
x2 + g(x1)

} ]

+

[
O

{J0 + R(x1)}−1 D

]
u(6){

J0 = diag(Jii), B0 = diag(bii), D = diag(dii)

Jii = k2
i

Ji, bii = (b0i +
k2

i
Rai

)k2
i

dii =
kiKi
Rai

R(x1) =

[
I1 + m1s2

1 + I2 + m2(l21 + s2
2 + 2l1s2 cos x12) I2 + m2(s22 + l1s2 cos x12)

I2 + m2(s22 + l1s2 cos x12) I2 + m2s2
2

]
Ṙ(x1) =

[ −2m2l1s2x22 sin x12 −m2l1s2x22 sin x12
−m2l1s2x22 sin x12 0

]
S(x1, x2) =

[
−m2l1s2x22 sin x12 − 1

2 m2l1s2x22 sin x12
m2l1s2x21 sin x12

1
2 m2l1s2x21 sin x12

]
g(x1) =

[
m1gs1 cos x11 + m2g{l1 cos x11 + s2 cos(x11 + x12)}

m2gs2 cos(x11 + x12)

]

これを p =
∂L(q,q̇)T

∂q̇ を用いて，ハミルトニアンシステムに変

換する．ここで，ハミルトニアン H(q,p)は，

H(q, p)

=
1

2{detR(q)}2
{(m1s

2
1 + I1 + m2(l

2
1 + s

2
2 + 2l1s2 cos q2) + I2)

×((I2 + m2s
2
2)p1 − {I2 + m2(s

2
2 + l1s2 cos q2)}p2)2

+2(m2(s
2
2 + l1s2 cos q2) + I2) × ((I2 + m2s

2
2)p1 − {I2 + m2(s

2
2 + l1s2 cos q2)}p2)

×(−{I2 + m2(s
2
2 + l1s2 cos q2)}p1 + {I1 + m1s

2
1 + I2 + m2(l

2
1 + s

2
2 + 2l1s2 cos q2)}p2)

+(I2 + m2s
2
2) × (−{I2 + m2(s

2
2 + l1s2 cos q2)}p1

+{I1 + m1s2
1 + I2 + m2(l21 + s2

2 + 2l1s2 cos q2)}p2)2}
+{m1gs1 cos q1 + m2gl1 cos q1 + m2gs2 cos (q1 + q2)}

と計算される．このハミルトニアンH(q,p)を (1)に代入する
ことにより，2-Linkマニピュレータの一般化ハミルトニアンシ
ステムが導出される．

[
q̇

ṗ

]
=

[ 1

det{J0 + R(q)}
F1

0

− m2l1s2 sin q2
(det{J0+R(q)})2

F2 − F3 − det{J0 + R(q)}B0q̇

]
+

[
0 0
0 0
1 0
0 1

]
u

(7)

ここでそれぞれのパラメータは次の通りである．

F1 =

[
(J2 + I2 + m2s2

2)p1 − (+m2 (s22 + l1s2 cos q2))p2
−(I2 + m2(s22 + l1s2 cos q2))p1 + (J1 + I1 + m1s2

1 + I2 + m2(l21 + s2
2 + 2l1s1 cos q2))p2

]
F2 = ((J2 + I2 + m2s2

2)p1 − {I2 + m2(s22 + l1s2 cos q2)}p2 )

×(−{I2 + m2(s22 + l1s2 cos q2)}p1 + {J1 + I1 + m1s2
1 + I2 + m2(l21 + s2

2 + 2l1s1 cos q2)}p2)

+((J2 + I2 + m2s2
2)p1 − {I2 + m2(s22 + l1s2 cos q2)}p2)2

F3 =
[ −m1gs1 sin q1 − m2g{l1 sin q1 + s2 sin (q1 + q2)}

−m2gs2s2 sin (q1 + q2)

]
また

det{J0 + R(q)}

= {J1 + I1 + m1s2
1 + I2 + m2(l1 + s2

2 + 2l1s2 cos q2}{J2 + I2 + m2s2
2)}

−{I2 + m2(s22 + l1s2 cos q2)}2

である．導出された一般化ハミルトニアンシステムに対し，一
般化正準変換 (2)を適用することにより，漸近安定化を行う．

5. 結論と考察

　一般化正準変換を用いることによりシステムを受動的なシス
テムに変換し，直結フィードバックによって漸近安定化すると
いう本手法は，質点系の運動のシミュレーションにより有効性
が確認された．
　ただし，質点系の運動という比較的単純な形をしているシス
テムにおいては，シミュレーションすることが出来た．しかし，
ロボットマニピュレータのようなハミルトニアンH(q,p)が複
雑な形をした制御対象に対しても本手法は適用できるはずであ
るが，ハミルトニアンシステムに書き換える際の偏微分計算及
び一般化正準変換のための変換計算が非常に複雑なため時間が
かかり，現時点ではシミュレーションが成功するまでには至っ
ていない．今後の課題としたい．
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