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1. 緒論
近年，複雑動的ネットワークが大きな注目を集めている．

複雑動的ネットワークノードとはノードと呼ばれるトポロ
ジー特性を示す動的システムの集合で,ノード間ではリンク
で繋がれている．このとき，複雑動的ネットワークのふるま
いは各ノードのダイミクスおよびリンクの結合構造によ決定
される．この複雑動的ネットワークは交通流解析，インター
ネットモデル，生物コロニーなどのモデルとして工学，社会
学などで多く用いてられている．特に，複雑動的ネットワー
クにおける同期 (synchronization)問題は近年もっとも注目
を集めているテーマの一つであり，多くの研究がなされてい
る．同期とは各ノードの状態量をお互いに一致させること
である．しかし，過去の研究において非線形非同一ノード，
ノード間伝達にむだ時間が存在する場合の研究は少なかった．
本研究では，非同一ノードと結合むだ時間を有する一般的

な複雑動的ネットワークを想定して，大域的同期についての
解析を行い，複雑動的ネットワークが同期ための条件の導出
を目的とした．
2. モデル
ノード数が N 個，時間遅れ τj (t) > 0の次の非同一ノー

ド複雑動的ネットワークを考える.i = 1, · · · , N の各ノード i
について,次式が成立する

ẋi (t) = fi (xi (t)) + c

N∑
j=1

aijΓxj (t − τj (t)) (1)

ただし，N はノードの個数，xi (t)
Δ
= [xi1 (t) , · · · , xin (t)]T ∈

Rnは i番目ノードの状態，cはカップリング係数，Γ ∈ Rn×n

は相互結合行列である．行列 A = [aij ]N×N は対称かつ，∑N

j=1
aij = 0, i = 1, · · · , N である．そして，fi は連続微分

可能で，そのヤコビアンがDfi である．そして，各ノードの
孤立項部分は ẋi (t) = fi (xi (t)) , i = 1, · · · , N である．む
だ時間 τj (t)は以下の条件を満たす．

0 < τj (t) ≤ h ≤ ∞, 0 ≤ |τ̇j (t)| ≤ γ < 1 (2)

また，以下の図 1に N = 3の場合を示した.
( )( )11 1 1ca x t tτΓ −

( )( )12 2 2ca x t tτΓ −

( )( )13 3 3ca x t tτΓ −

( )( )21 1 1ca x t tτΓ −

( )( )22 2 2ca x t tτΓ − ( )( )23 3 3ca x t tτΓ −

( )( )31 1 1ca x t tτΓ −

( )( )32 2 2ca x t tτΓ −

( )( )33 3 3ca x t tτΓ −

図 1: むだ時間を考慮したネットワークモデル N = 3
ネット ワ ー ク (1) が 同 期 す る と い う こ と は ，

limt→∞ ‖xi (t) − xj (t)‖ = 0, ∀i, j である. また，同期
において，limt→∞ ‖xi (t) − s (t)‖ = 0, ∀i となる関数 s (t)
が存在する．
ここで，s (t) をすべてのノードの孤立項の平衡解とする

と，ṡ (t) = fi (s (t)) , i = 1, · · · , N を満たす．そして，偏

差は ei (t) = xi (t) − s (t) と定義する．座標変換，ω (t) =[
ΦT ⊗ In

]
e (t) =

[
ωT

1 (t) , · · · , ωT
N (t)

]T
，ΦTAΦ = Λ =

diag [λ1, λ2, · · · , λN ], 0 = λ1 > λ2 ≥ · · · ≥ λN とする．
3. 同期条件
以下では，Iむだ時間に依存しない同期条件，IIむだ時間

に依存する同期条件を紹介する．Iむだ時間に依存しない同
期条件が成立しなくなった場合では，IIむだ時間に依存する
同期条件を用いる必要がある．
以下の二つのリアプノフクラソフスキー関数を選び,同期

条件である次の定理 1と定理 2をそれぞれ導出できる.

Vi (ωi(t))
Δ
= ωT

i (t)Piωi(t) +

∫ t

t−τi(t)

ωT
i (ϕ)Qiωi(ϕ)dϕ (3)

Vi (ωi(t))
Δ
= ωT

i (t)Piωi(t) +

∫ t

t−τi(t)

ωT
i (ϕ)Qiωi(ϕ)dϕ

+

∫ 0

−τi(t)

∫ 0

ε

ω̇T
i (t + η)Ziω̇i (t + η) dηdε. (4)

Iむだ時間に依存しない場合；
τj (t) ∈ (0 , ∞]，|τ̇j [t)| ∈ [0 , 1)は以下の条件を満たす必要
がある．

定理 1:

もし，行列 Π ∈ Rn×n，および α ≥ 0が存在し，[
PiΠ + ΠTPi + Qi λi (A) cPiΓ

λi (A) cΓTPi −Qi

]
< −αI (5)

ただし，
Pi > 0, Qi > 0∥∥∥∥∥∥

1∫
0

Dfi (s (t) + θei (t)) dθ − Π

∥∥∥∥∥∥ ≤ 1

2
α, i = 1, . . . , N

(6)

を満たすならば，ネットワーク (1)が同期する．

IIむだ時間に依存する場合；
τj (t) ∈ (0 , h]，h < ∞，|τ̇j [t)| ∈ [0, 1) は下式を満たす必
要がある．

定理 2:

もし，行列 Π ∈ Rn×n，Xi，Yi，Zi，および α ≥ 0が存
在し，⎡
⎣ (Θ) λicPiΓ − Yi (1 − γ)ΠTZi

λicΓ
TPi − Y T

i −Qi (1 − γ)λicΓ
TZi

(1 − γ)ZiΠ (1 − γ)λicZiΓ −(1 − γ)Zi

⎤
⎦<−αI

(Θ) = PiΠ + ΠTPi + hXi + Y T
i + Yi + Qi

i = 1, · · · , N (7)

ただし，
Pi > 0, Qi > 0



かつ [
Xi Yi

Y T
i Zi

]
≥ 0, i = 1, · · · , N

∥∥∥∥∥∥
1∫

0

Dfi (s (t) + θei (t)) dθ − Π

∥∥∥∥∥∥ ≤ 1

2
α, i = 1, . . . , N

(8)
を満たすことならば，ネットワーク (1)が同期する．
4. 数値シミュレーション

ノードが 5個，つまり，N = 5の場合;

ẋi (t) = fi (xi (t)) + c

5∑
j=1

aijΓxj (t − τj (t))

f1 (x1 (t)) =

[ −2.5x11 + 0.3x12 + 0.9x13 + 3x2
13

0.6x11 − 2.6x12 + 2x2
12 + x13

−2.8x11 + sin x11 cos x12 − 2.2x13

]

f2 (x2 (t)) =

[ −2.5x21 + x22 + x21x22 + x23

0.5x21 − 0.8x22 − sin x22 + x23 − x2
23

−2x21 − 0.8x23 − 0.5 sin (2x23)

]

f3 (x3 (t)) =

[ −2.5x31 + x31 sin x31 + x32 + 1.4x33

0.5x31 − 2.5x32 + x33

−2x31 + x32x33 − 0.6x33 − x33 cos x33

]

f4 (x4 (t)) =

[ −2.5x41 + 1.5x42 + 1.5x43

x41 − 2.5x42 + x2
42 + 1.5x43 + x2

43

−2x41 + x41x43 − 2.5x43

]

f5 (x5 (t)) =

[ −2.1x11 + 0.5x2
51 + 1.4x52 + x53

0.9x51 − 2.1x52 + x52x53 + x53

−2x51 + 0.4x52 − 2.1x53

]

A =

⎡
⎢⎢⎢⎣
−1 0 0 1 0
0 −2 0 1 1
0 0 −1 1 0
1 1 1 −3 0
0 1 0 0 −1

⎤
⎥⎥⎥⎦，Γ = diag

[
1 1 1

]

右側に定理 1を用いた Iむだ時間に依存しない場合，およ
び定理 2 を用いた II むだ時間に依存する場合のシミュレー
ション結果を示す．ただし，ρij (t) = xij (t)−xi+1,j (t) , i =
1, · · · , 4, j = 1, 2, 3である．
Iむだ時間に依存しない場合；図 2，図 3，図 4
c ≤ 0.2ならば, h ≤ ∞，|γ| < 1なので，
τ1 (t) = 1.1 + sin (0.8t) , τ2 (t) = 1.1 + 0.5 sin (t),
τ3 (t) = 1.1 + 0.9 sin (t) , τ4 (t) = 1.1 + 0.5 sin (1.4t),
τ5 (t) = 1.1 + sin (0.9t)と設定した．
IIむだ時間に依存する場合；図 5，図 6，図 7
c = 1とすると，h ≤ 0.3，|γ| ≤ 0.9となるので，
τ1 (t) = 0.11 + 0.1 sin (t) , τ2 (t) = 0.15 + 0.1 sin (t),
τ3 (t) = 0.1 + 0.05 sin (t) , τ4 (t) = 0.15 + 0.1 sin (9t),
τ5 (t) = 0.16 + 0.14 sin (t)

5. 結論
非同一ノード・結合むだ時間を有する複雑動的ネットワー

クの大域的同期条件を，リアプノフークラソフスキー関数を
用いて，線形不等式行列式 (LMI)として，Iむだ時間に依存
しない同期条件・IIむだ時間に依存する同期条件，の導出に
成功した．
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図 2: xi1 の誤差軌跡 (Iの場合)
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図 3: xi2 の誤差軌跡 (Iの場合)
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図 4: xi3 の誤差軌跡 (Iの場合)
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図 5: xi1 の誤差軌跡 (IIの場合)
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図 6: xi2 の誤差軌跡 (IIの場合)

0 5 10
-2

-1

0

1

2

t[s]

ρ
i3

図 7: xi3 の誤差軌跡 (IIの場合)


