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1. 概要

非線形システムの制御をするにあたって非線形の微分方程
式の解を解析的に求められることは極めて稀である．計算機
を使うことによって数値的に求めることはできるが，得られ
る解は初期状態に依存するものであり，すべての初期状態に
ついて計算することはできない．しかも，初期状態のわずか
な違いで解の振る舞いが大きく異なることがあるので，求め
られた有限個の数値解から微分方程式の性質を判断すること
は危険である．また微分方程式の安定性を解析的に調べるた
めに Lyapunovの安定判別法がよく使われるが，これは解の
平衡状態からの距離の時間的変化を，状態のスカラ値関数を
用いて評価するもので，解そのものを求めることなく，しか
も解析的に安定性を調べることができる．ただし，Lyapunov
の安定定理は内部安定性に関する定理なので入力が恒等的に
零，つまり自由応答の場合において解軌道や平衡点の安定性
を解析する定理である．
本論文ではこれに代わって受動性理論を用いて安定性の解

析を行った．受動的なシステムとは供給されたエネルギを常
に消費し，外部にエネルギを戻さないシステムのことである．
受動性理論から導出される蓄積関数は Lyapunov関数として
の役割をはたし，多くの機械システムの安定解析に役立って
いる．システムの受動性はエネルギの観点から入出力安定性
の解析に用いることができる．それだけではなく，受動性理
論にしたがってフィードバックでの制御系の設計をする場合，
制御対象の出力と制御のためにフィードバックする出力はまっ
たく違うものとして扱われるため，制御対象の出力方程式を
設計者が技巧的に設計できることが設計の柔軟性を高めてい
る．本論文は受動性と安定性の関係，受動性に基づいた制御
系設計に関するものであり，閉ループ系の受動性を満足する
条件から PIDパラメータ調整を行った．

2. 受動性理論 3)

本研究では，以下の微分方程式で記述されるシステムを扱う．{
d = f(x, u)
y = h(x, u)

(1)

このシステムに対し，供給率は u と y の関数として s(u, y) と
して定義される．また内部のエネルギは蓄積関数と呼ばれる準
正定スカラ値関数 S(x) で定義される．供給率 s(u, y) = uT y
に対して，消散不等式と呼ばれる次式を満足するときシステ
ムは受動的であるという．


S(x(T )) − S(x(0)) ≤

∫ T

0
s(u(t), y(t))dt

or

Ṡ(x) ≤ s(u(t), y(t))

(2)

このことから，システムが受動的であるとは供給されたエネル
ギを常に消費し，外部にエネルギを戻さないことを意味する．
また，システムが受動的で C1 級の蓄積関数 S を持ってお

り，システムの出力方程式 h(x, u) がすべての x に対して，u
に関して C1 級であるとき，以下がなりたつことにより受動
的なシステムが安定であるといえる．

(i) S が正定ならば，x = 0 は u = 0 のもとで安定である．

(ii) システムが零状態可検出ならば，x = 0 は u = 0 のもと
で安定である．

(iii) y = h(x) (直積項はない)とする．このとき，u = −Ky
が x = 0 を漸近安定にするためには，H が零状態可
検出であることが必要かつ十分である．ただし K

�
=

diag{κ1, · · · , κr}, κi > 0 とする．

なお，サーボ問題に対してもコントローラの定常入力によっ
て平衡点 s を安定な原点とすることができる．本研究では，
この性質を制御系が安定性を満足する条件として PID パラ
メータ調整を行った．

3. 受動性理論に基づく安定化制御 3)

受動的でない制御対象に対し，過剰な受動性を持った要素
を接続することにより受動性の不足を補償し，制御系の入出
力安定化を図るという概念のもとに制御系の設計を行った．要
素の接続の仕方にはフィードバック接続とフィードフォワー
ド接続があるが，本研究は PID制御に焦点をおいているので
専らフィードバック接続による補償を行った．(Fig.1)

H1

H2

1

2

−

2

Fig.1: フィードバック接続

4. 受動性に基づく PID制御 1) 2)

PIDコントローラ


ż1 = z2

ż2 = z3

ż3 = ë
u = KIz1 + KP z2 + KDz3

(3)

の蓄積関数は，I 動作，P 動作，D動作のそれぞれがもつ蓄
積エネルギ SI(z) = 1

2
KIz1

T z1 ，SP (z) = 0 ，SD(z) =
1
2KDz2

T z2 の総和で表され，供給率 s = eT u に対して微分
形式の蓄積関数は

ṠPID(z) = eT u − z2
T KP z2 (4)

となることから PIDコントローラは受動的となり，第 2項に
よって受動性の過剰分をつくりし，閉ループ系の受動性を補
足できる (Fig.2)．
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Fig.2: PID制御

PIDコントローラは制御対象と直列に接続されるので，そ
の合成されたシステムが Fig.1 における H1 となり，制御対
象の出力方程式 h(x, u) のゲインが H2 としてフィードバッ
ク接続されると考えられる．ゆえに，制御の目的となる出力
とフィードバックする出力はまったく無関係のものになるこ
とも十分に考えられ，これを技巧的に利用することもできる．
制御対象 H1 が供給率 s = u1

T y + yT Qy (Q は準正定対角行
列) に関して消散的であるとすると，その第 2 項は受動性の
不足分となる．このとき PID制御の結果として閉ループ系の
微分形式の蓄積関数は次式のようになる．

Ṡ(x1(t), z(t))

= ṠPID(z(t)) + ṠH1 (x(t))

= rT y(t)

−(y1 − Qy)T y − (r − y1)
T KP (r − y1) (5)

これより，(y1 − Qy)T y ≥ 0 となる y1 を選び，KP のゲイ
ンを十分に大きくとれば閉ループ系は受動的となる．

5. 手動リセット量によって受動性を補った PD制御 1) 2)

一般に制御対象のもつ重力や弾性によるポテンシャル項は
状態変数 x の関数で簡単に表され，これを定常状態において
積分動作によってキャンセルするよりも手動リセット量とい
うあらかじめ決められた形でキャンセルする方が容易であり，
また手動リセット量によって制御系の蓄積関数がより簡単な
形に書き換えられるために解析的なパラメータ調整が容易に
なる．このコントローラの入出力関係は次式で与えられる．{

ẇ1 = w2

ẇ2 = ë
u = KP w1 + KDw2 + u0(x)

(6)

これを利用した制御においても PID 制御と同様に制御対象
H1 が供給率 s = u1

T y + yT Qy (Q は準正定対角行列) に関
して消散的であるとすると，閉ループ系の微分形式の蓄積関
数は次式のようになる．

Ṡ(x, w) = rT y− (y1−Qy)T y−w1
T KP w1−w1

T u0(x) (7)

これより，y1 ，KP を適切にとれば閉ループ系は受動的に
なる．

6. シミュレーション

Single-Link manipulator


ẋ1 = x2

ẋ2 = −D

I
x2 +

mgl

I
sinx1 +

1

I
u

y = x1

(8)

に対し，PID制御を行い，4節の方法を用いてパラメータ調
整および出力方程式を y1 = kx1 としたときの k の決定を行っ
た．なお，式中の各パラメータは D = 0.00198 ，m = 1.0
，g = 9.81 ，l = 0.50 ，I = 4

3ml2 とした．また目標値を
x1r = r としたときの定常入力値は us = −mgl sin r となる．
制御対象の蓄積関数を運動エネルギとポテンシャルの和と

して Sslm(x) = 1
2Ix2 +mgl(cos x1 +1) としたところ，蓄積

関数の時間微分は

Ṡslm ≤ ux1 +
1

2D
u2 + Dx1

2 (9)

となり，受動的ではなかった．PIDコントローラと制御対象
を合わせた制御系全体の蓄積関数は微分形式で

Ṡ = Ṡslm + ṠPID + ey − eu − uy

= rx1 − (k − D)x1
2 − kP z2

2 (10)

となったので，k ≥ D とし，kP のゲインを十分に大きくす
れば閉ループ系は受動的となる．この結果を参考に，y1 = 2y
とし，k と定常出力値 us から us = kP es ，es = r − y1s

を解くことで kP が計算でき，目標値 x1r = 1 のときパラ
メータ [kI , kP , kD] = [0.00, 4.147415, 1.00] を得た．初期値
(0) = [0,0]T，シミュレーションを行った．結果を Fig.3に
載せた．
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Fig.3: シミュレーション

7. 結論

本研究では，受動性理論に基づいて制御対象の出力方程式
の設定と PIDパラメータ調整を行った．その際，出力方程式
を単純に所望の状態変数，ほとんどの場合 y = x1 ととった
場合とそうでない場合においては前者では制御成績は良好で
I動作は不要であるが kP は目標値 r に依存してしまった．ま
た後者では手動リセット量つき PD制御の方が比較的設計し
やすかった．解析的にパラメータ調整をすることができたが，
計算は容易でなく，高次の制御対象に対して適用することが
現実的でないことは否めない．
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