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1. はじめに

　 PID制御は，通常 1入力 1出力の線形システムに対して行
われる古典的な制御手法であるが，その汎用性から，非線形
システムに対しても有効な制御手段として広く用いられてい
る．PID制御において，最大の問題点は PIDパラメータの調
整である．特に線形システムに関しては，過去に様々な調整
法が発表されている．また，近年では従来の 1入出力システ
ムにとどまらず，多入出力システムや非線形システムに対す
る調整法も研究されるようになっている．
本論文では非線形多入出力システムに対して新しい手法を

提案する．これは閉ループシステムが平衡点の近傍内全ての
点においてリアプノフ安定定理を満たすような PIDパラメー
タの調整法である．PID制御器は設計の立場からは理論的扱
いが困難であるが，ここに理論的洗練度の高い新しい手法を
開発することが本論文の目的である．
最後にいくつかの多変数系非線形システムに対してシミュ

レーションを行うことにより，本手法の有効性を確認する．

2. 安定化制御器の設計

2.1 問題の定式化
次のような非線形アフィンシステムを考える．

ẋ(t) = f(x(t)) + G(x(t))u(t), x(0) = x0 (1a)

y(t) = Cx(t) (1b)

ここで x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rr , y(t) ∈ Rm, C ∈ Rm×n と
し，f : Rn → RnG : Rn → Rn×r とする．

(1b) より出力フィードバック PIDコントローラは次のよ
うに定義される．

u(t) = −KI

∫ t

0

Cx(τ)dτ − KP Cx(t) − KDCẋ(t) (2)

ただし，係数行列 KP , KI , KD ∈ Rr×m であり，定数とする．
なお，以後 {KP , KI , KD} を簡略化して K と表記すること
がある．
ここで

z(t)=

∫ t

0

y(τ)dτ =

∫ t

0

Cx(t)dτ (3)

とおく．(2)に (3)を代入すると次のようになる．

u(t)=−KIz(t) − KP Cx(t)

−KDC{f(x(t)) + G(x(t))u(t)} (4)

ここで
rank (I + KDCG(x(t))) = r (5)

を満たすならば逆行列が存在し，(4)は次のように書ける．

u(t)=− (I + KDCG(x(t)))−1

{ KIz(t) + KP Cx(t) + KDCf(x(t)) } (6)

それでは閉ループシステム (1)が漸近安定なシステムにな
るように，係数パラメータ KP , KI , KD を決定する問題を定
式化する．そのためにはリアプノフ安定定理を用いる．ただ
し，リアプノフ安定定理は入力が恒等的に零である自由シス
テムに対して内部安定性を解析する定理である．そのため入

力を含むシステム (1)には直接適用できない．そのため (6)を
(1)に代入して u(t)を消去したシステムに対してリアプノフ
安定定理を用いることを考える．(6)を (1)に代入し (4)を考
慮すれば，次式をうる．[

ẋ

ż

]
=

[
f(x) − G(x)(I + KDCG(x))−1

{KIz + KP Cx(t) + KDCf(x)}
Cx(t)

]
(7)

つまり変数 z を導入した目的は，システム (1)を，リアプ
ノフ安定定理を用いるために (7)で表される自由システムに
変換することにある．

2.2 PIDパラメータ調整法
では，システム (7) に対してリアプノフの安定定理を適用

することを考える．x, z に対して，正定なリアプノフ関数候
補 V (x, z)を次のように定める．

V (x, z) =
1

2

[
x

z

]T

Q

[
x

z

]
, where Q =

[
Q11 Q12

Q21 Q22

]
(8)

ここで Q は正定対称行列であり Q11 ∈ Rn×n, Q12 ∈
Rn×m, Q21 ∈ Rm×n, Q22 ∈ Rm×m である．

(7)に沿っての時間微分 V̇ (x, z)を求めると次のようになる．

V̇ (x, z) =

[
x

z

]T

Q

[
ẋ

ż

]
(9)

このとき，次式を満たせばシステム (7)の平衡点 (xe, ze) =
(0,0)は漸近安定である．

V̇ (x, z) ≤ −ρ(x, z) (10)

ただし ρ(x, z) > 0である．
(10)の右辺を左辺に移項し，左辺を関数 F とおくと，次の

ように書き直せる．

F (x, z; K) ≤ 0 (11)

条件式 (11) の意図するところは，システム (7) の解軌道

(x, z) に対して，関数 F を負にするようにパラメータ K
�
=

{KP , KI , KD}を求めるということである．しかし，リアプ
ノフの安定定理は，平衡状態の近傍領域について考えており，
一般的には局所的漸近安定の条件式である．
そこで x, z の平衡状態 (目標値)の近傍領域を Ωx, Ωz(こ

のような領域を漸近安定領域とよぶ)とし，次のmin-max問
題と考える．

min
KP ,KI ,KD

max
(x,z)∈Ωx×Ωz

F (x, z; K) (12)

(12)を考えた理由は，F の x, z に関する最大値 maxF を最
小化し，それが 0以下になれば，Ω内すべての点で F は 0以
下となり，不等式 (11)を満たすKP , KI , KD が求められるか
らである．
問題 (12)を解くために，関数 F の最大値関数を次のよう

におく．

J(K)
�
= max

(x,z)∈Ωx×Ωz
F (x, z; K) (13)



ここで，問題 (12) は最大値関数 J(K) をパラメータ
KP , KI , KD に関して最適化する問題として考えられる．そ
のためには最大値関数 J(K)のKP , KI , KD に関する勾配が
必要となる．

最大化の方法
まず (13)において，F (x, z; K)の x, z について最大化問

題は次のように行う．
x, z の漸近安定領域 Ωを離散化し，その離散点集合 �を

次のように構成する．ただし (x, z)p は p番目の点という意
味である．

� = {(x, z)p|(x, z)p ∈ Ωx × Ωz, p = 1, 2, · · · , P} (14)

よって (13)を次のような問題として考える．

J(K)
�
= max

p
{F ((x, z)p, K)| p = 1, 2, · · · , P} (15)

このようにK を固定し離散点すべてを F (x, z; K)に代入し，
全点比較して最大値を求める．

勾配の計算
次に，一般勾配の一要素を計算する．最大値関数の性質よ

り，J(K)には次の命題がなりたつ．
(i) J(K)は局所リップシッツ連続である．

(ii) J(K)の一般勾配 (集合)∂◦J(K)は次式のように与え
られる．ただし coは凸包を表す．

∂◦
KP

J(K) = co∇KP F (Φ(K),K) (16a)

∂◦
KI

J(K) = co∇KI F (Φ(K),K) (16b)

∂◦
KD

J(K) = co∇KDF (Φ(K),K) (16c)

ここで Φ(K)は次のような最大解集合である．

Φ(K)
�
= { x∗, z∗ |F (x∗, z∗, K) = J(K)} (17)

J(K)の一般勾配は (16a)～(16c)で与えられる．したがって
最大値関数 (13)を解き，一般勾配の少なくとも一つの要素

∇KP F (x∗, z∗, K)∈∂◦
KP

J(K), (x∗, z∗) ∈ Φ(K) (18a)

∇KI F (x∗, z∗, K)∈∂◦
KI

J(K), (x∗, z∗) ∈ Φ(K) (18b)

∇KDF (x∗, z∗, K)∈∂◦
KD

J(K), (x∗, z∗) ∈ Φ(K) (18c)

をうることができる．(x∗, z∗)は最大解集合 Φ(K)の中のあ
る一つの最大解である．
勾配法としては最急降下法を用いる．反復計算をして実行

し，J(K) = 0 になるまでイテレーションを行なえば一つの
安定な PIDコントローラを得ることができる．次節では 2リ
ンクロボットマニピュレータのシミュレーション結果を示す．

3. シミュレーション

　以下のような 2-Link Manipulatorについて考える．

l1

θ1

θ2

g
s1

I1, m1

s2

l2

I2, m2

Fig.1: 2-Link Manipulator

摩擦とその他の外乱がないと仮定すると，一般に 2-Link構
造のロボットマニュピュレータのダイナミクスは 2階の非線
形微分方程式で表現される [2]．

M(θ)θ̈ + C(θ, θ̇) + Dθ̇ + g(θ) = E�

(θ, θ̇)T = (x1,x2)
T , E� = u とし，状態空間表現に変換す

ると[
ẋ1

ẋ2

]
=

[
x2

−M(θ)−1{C(θ, θ̇) + Dθ̇ + g(θ)}
]

+

[
0

M(θ)−1

]
u

(19)

(18)の勾配は以下のように簡単に導出される．

∇KP F (x∗, z∗; K)

=−((x∗T Q11 + z
∗T Q21)G(x∗))T (Cx∗)T (20a)

∇KI F (x∗, z∗; K)

=−((x∗T Q11 + z
∗T Q21)G(x∗))T

z
∗T

(20b)

∇KD F (x∗, z∗; K)

=−((x∗T Q11 + z
∗T Q21)G(x∗))T (Cf(x∗))T (20c)

前述したアルゴリズムによりKI , KP , KD を計算する．調整
パラメータの初期点K1

I , K1
P , K1

D は任意の適当な値を与える．
得られた Ko

I , Ko
P , Ko

D を以下に示す．

Ko
I =

[
0.58 0
0 2.91

]
, Ko

P =

[
166.16 0

0 100.75

]

Ko
D =

[
131.66 0

0 80.43

]
最大値関数 J(K)の更新の様子と，この PIDパラメータによ
り，(19)を制御したときの応答を示す．
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Fig.2: 2-Link Manipulatorの PID制御
目標値 yd1 = 0, yd2 = 0 (y1 = x1, y2 = x2)

初期値 (x1(0), x2(0), x3(0), x4(0)) = (π
4 ,−π

6 , 0, 0)
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Fig.3: 最大値関数 J(K)の更新の様子

5. 結論

本論文ではリアプノフ安定定理に基づく，非線形多入出力
システムに対する新たな PIDパラメータ調整法を示した．シ
ミュレーション結果より，閉ループ系は漸近安定化されてお
り，本論分の手法は有効であるといえる．
近年リアプノフ関数は内部システムの安定性だけでなく性

能評価の解析にも用いられている．そこで (8)にある種の制約
条件を付加することにより制御成績を考慮した PIDパラメー
タの導出が同一の理論により可能であると考えている．
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